v 12. Parcialis differencidlegyenlet numerikus megoldasa

Az olyan egyenlOséget, amely valamely tobbvaltozds fiiggvény parcidlis derivaltjai, fiiggetlen valtozoi
¢s fliggvényértéke kozott llapit meg Osszefiiggést, parcialis differencidlegyenletnek nevezziik.

Szamtalan tudomanyos és mérnoki feladat megoldasa soran parcialis differencidlegyenlethez jutunk,
melyek analitikus megoldasa csak nagyon korlatozott kezdeti illetve peremfeltételek esetén lehetséges.
A parcialis differencidlegyenletek numerikus megoldésa kiilon kurzust igényel, itt csak a
legalapvetébb fogalmak Osszefoglalasara, illetve néhany MAPLE alkalmazésra szoritkozhatunk. A
linearis, masodrendii, kétvaltozos parcialis differencidlegyenletek analitikus és numerikus
megoldasaval foglalkozunk, specidlis keriileti illetve peremfeltételek esetén.

A masodrendd, linearis parcialis differencialegyenleteknek a fizikai alkalmazasok szerint harom
tipusat kiilonboztetik meg:

Elliptikus (Poisson) tipusi parcialis differencidlegyenlet:
0 0
Au=—5ulxy)+ 5 ulxy) =f(xy)

0x oy
roviden irva

du=f(x,y)

Peremfeltétel: az egyenlet a sik valamely korlatos R tartomanyanak pontjaiban igaz, melynek S
hataran

u(x,y)=gx.y) .
Homogén, elliptikus parcialis differencialegyenlet (Laplace-tipus):
Au=0.
A Laplace egyenlet megoldasait harmonikus fiiggvényeknek nevezik.
Az elliptikus egyenletekben nem szerepel iddszert valtozd, nincs kitiintetett terjedési irany, igy a
megoldas csak az Osszes hatarfeltételek egyiittes ismeretében adhatdé meg.

Egyensulyi allapotok, stacionarius d&ramlasok leirdsa alkalmas, ahol forrdsmentes esetben f(x,))=0.

Parabolikus parcialis differencialegyenlet:

0 2
Y u(x,t)=o 52 u(x,t)

Kezdeti feltétel:
u(x,0)=f(x)

u(0,¢) =U,, u(l,t) =0,

Peremfeltételek:

A parabolikus egyenletekkel leirt rendszerekben a pontszert valtozas hatdsara az informacié végtelen
gyorsan terjed. Ugyanakkor maga a hatés altaldban exponencidlisan csokken a tavolsaggal. A
parabolikus egyenletek diffuz rendszereket irnak le: a viszkdzus gazokra vonatkozd Navier-Stokes
egyenletek, a véges vezetoképességili plazmdkra vonatkozd magnetohidrodinamikai egyenletek, vagy
a hoterjedést leiro diffuzios egyenlet parabolikus tipusu.

Hiperbolikus parcialis differencialegyenlet (hullam egyenlet):



Kezdeti feltételek:

u(x,0)=f(x), % u(x,0)=g(x) 0<x<I

Peremfeltételek:
u(0,8)=0, u(l,z)=0 >0

A hiperbolikus egyenletekkel leirt rendszerekben egy adott id6beli és térbeli pontban a kozeg
allapotanak a megvaltozasa egy késobbi idépontban csak egy véges térrészben fejti ki hatasat. Mas
szoval az informacid véges sebességgel terjed. Hiperbolikus egyenletek a vakum elektrodinamikajat
leir6 Maxwell egyenletek, az 6sszenyomhat6 és elhanyagolhaté viszkozitasu gazokat leird Euler
egyenletek, vagy a magneses térrel kdlcsonhato elhanyagolhat6 fajlagos ellenallast plazmakat leird
ideélis magnetohidrodinamikai egyenletek.

Az elnevezések magyarazata:

A fenti egyenletek specidlis esetei az

Ai2 u(x,y) —|—Ci2 u(x,y) —|—Di u(x,y) -|-Ei u(x,y) +Fu(x,y) =G
0x 0y 0x 0y

linearis, masodrendii parcialis differencidlegyenletnek, ahol 4, C, D, E, F, G a sik valamely
tartomanyan értelmezett kétvaltozos fiiggvények.

Elliptikus, ha AC > 0, hiperbolikus, ha AC < 0, parabolikus, ha 4 ¢s C egyike 0, ha A=0, CD<0, ha
C=0,AE<0.

Geometriai analogia:
A + Bxy + Cy2 +Dx+Ey+F=0

masodrendli gorbe ellipszis ha AC > 0, hiperbola ha AC < 0, parabola ha AC=0.

Hasznalt Maple parancsok: pdsolve, contourplot, gradplot, mod, pointplot3d, BandMatrix, unassign

V 12. 1. Elliptikus parcialis differencialegyenlet megoldasa
V 12.1.1. Analitikus megoldas téglalap alaku tartomanyon
1. Példa Oldjuk meg a Laplace tipusu differencialegyenletet a, b oldalu téglalap tartomanyra. A

téglalap 3 oldalan legyen a hdmérséklet 7/, a negyedik oldalon 72. A megoldas az egyenstlyi
allapot bedllta utani kialakulé hémérsékletelosztast adja meg téglalaptartomany belsejében.
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A peremfeltételek: R ={ (x, y)|0 <x <a,0 <y <b},
u(x,0)=0,u(x,b)=1,u(0,y) =0,u(a,y) =0.

Megoldas:
> restart, with(PDEtools) :

o 0
> pde:=§u(x,y)+¥u(x,y)=0:

> struc = pdsolve(pde, HINT=X (x)Y(y))

2 2
struc == (u(x,y) =X (x) Y(y)) &where Hd—2 X(x)=_c; X(x), d—2 Y(y)=-_c, Y(y) H
dx dy
> megold = PDEtools[ build](struc)

- C3sin(_/ 2
megold :==u(x,y) =_C3 sin( | ¢ y) CI e/?l"_’_ - Sln(/?lclxy) _
e

+ Cteos(|[ ey y) C1 o el ay) €
I

€

A Maple segitségével csak arra van lehetdség, hogy a parcialis differencialegyenlet altalanos
megoldasat szorzatos alakban felirjuk, észervegyiik, hogy a megoldas trigonomerikus €s
exponencialis fiiggvényeket tartalmaz. Vizsgaljuk meg, hogy a pdsolve numeric opcidja ad-e
megoldast?

A peremfeltételek:
> a=10:b:=10:
> feltetel :== u(x,0) =0, u(x, b) =1, u(0,y) =0, u(a,y) =0:

> mo = pdsolve( {pde}, { feltetel}); mo = pdsolve( {pde}, { feltetel}, numeric);
Error, (in pdsolve/sys) too many arguments; some or all of the

following are wrong: [{u(x, ), {u(0, ) = 0, w0, vy =0, u
(X, 0) =0, u(x, 10) =111
FError in pdsolve/numeric) unable to handle elliptic PDES

Sem analitikus, sem numerikus megoldast nem kaptunk. A partikularis megoldas megadasédhoz
mas utat kell valasztanunk.



A keresettu(x, y) fliggvényt szeparaciés modszerrel u(x,y) =X(x)Y(y) alakban keressiik.
illetve Fourier sorfejtés segitségével hatarozhatjuk meg. Igy az egyenlet

—622 (X(x) Y(y)) + —622 (X(x) Y(¥)) =0
ax dy
alaka. Ezt atrendezve
1 & 1 &
X g2 W Ty VY

Mivel a baloldal csak x-t6l, a jobboldal csak y-t6l fligg, az egyenldség csak tigy allhat fent, ha

2
mindkét oldal ugyanazon konstans, A~ értékii. (A négyzet a pozitivitas miatt kell.)

> del = % X(x) + XX (x) =0
Ox

> de2 = iz Y(3)-XY(y) =0 :
)

Tehat a parcialis differencidlegyenletet két kozonséges, masodrendd, linearis, allando
egyiitthatds, homogén differencidlegyenettel helyettesitettiik. Oldjuk meg ezeket:

> mol = subs({ CI=Cl, C2=C2},dsolve(del, X(x)));mo2 := subs({ ClI=C3, C2
=4}, dsolve(de2, Y(y)));
mol .= X(x) =CI sin(Ax) + C2 cos(Ax)
mo2:=Y(y)=C3e ™+ Cqé"
A parcialis differencialegyenlet altalanos megoldasa
> u(x,y) =rhs(mol) -rhs(mo2);
u(x,y) = (CI sin(Ax) +C2cos(Ax)) (C3e™+Cse)
alaku.
Azu(0,y) =0 kezdeti feltételbdl kovetkezik, hogy

> C2:=0:
Azu(x, 0) =0 feltételbol kovetkezoen

> 0=ClIsin(Ax)-(C3+C4):
Ez csak akkor lehet (feltételezve hogy C1#£0), ha
> C3=-C4:
Kihasznalva, hogy u(a,y)=0
> 0=CI C3sin(ha) (-e™)
Ez pedig csak akkor teljesiil, ha
sin(Aa) =0.

Vagyis

_nr

A=— n=1,2,3,.
a

Ha most feltételezziik, hogy C1C3=2C, konstans is fligg n-t6l, illetve felhasznaljuk hogy sinh(x)

e —e”
= kapjuk hogy

u(x,y) = Cn-sinﬂsinhﬂ
a a



fgy végtelen szamti megoldast kaptunk, amelyek dsszege is megoldas.

u(x,y) = Z Cn'sinﬂsinhﬂ
n=1 a

a
A negyedik, u(x, b) =1 feltételt felhasznalva probaljuk C, értékeét meghatarozni.

1= ZC s1n—s1nh nib

Tételezziik fel, hogy a baloldalon szerepld 1 = Z,AnsinM trigonometrikus sor alakban
a

n=1
eldallithatok. A kifejezés mindkét oldalat sin 2% - val megszorozva, ¢s integralva [0,0]
a

intervallumon
b b

[*9]
J' l-sin—- de[ sin—— ZAnsm—dx.
a a
0 0

a =1

Fehasznélva a trigonometrikus integralok Fourier soroknal megismert tulajdonséagait 4,

kifejezhetd.
> assume(n, posint) :

b
J sin— dx
a n~
4= bo _2(-1+(-1)") :Cn.sinhnﬂb
" 2 n~T a
J (sin— ) dx
a
0
Tehat
® ® n+1
> u(x,y) = ZC s1n—s1nh—7zz—£z +1 1 sin na sinh L :
— a e n a a

.. n
sinh——
a

Megkaptuk a keresett u(x, y) kétvaltozos fiiggvényt. Szamitsuk ki a fliggvénysor
részletosszegeit, majd dbrazoljuk a sor 20. részletdsszegét:

> u[0]:==0:

2((—1)"+1+1)sin(n—nxj sinh( nny)
a a

Tcnsinh( nmb J

a

> for n to 20 dou, =u, ,+

n—

A kapott eredményt tobbféle modon is abrazolhatjuk:

> plot3d(u[20],x=0..10,y=0..10, > plots[ contourplot](u[20],x=0
axes = box, orientation = [ - 75, .10, y=0..10, axes = box,
60, 01, style=patch) color =red, title

="]zotermak")




Izotermak

10/m
9
8
7
76
5i
4
123456789
X
> nyilak := plots| gradplot](u[10], x > plots[display]( [ szintek,
=1..9,y=3.9, arrows nyilak])
=THICK, grid =10, 10], title
="Gradiensek") : nyilak; Izotermagdrbék

Gradiensek 9 .t ¢ _:__t,c—
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V¥ 12. 1. 2. Numerikus megoldas téglalap alaku tartomanyon
A 11. fejezet 3. részében megismert véges differencidk modszerét alkalmazzuk a

Au= iz u(x,y) + iz u(x,y) =f(xy)
0x 0y

differencidlegyenlet megoldasara, ahol a sik valamely korlatos R tartomanya:

R={(x,y)la <x <b,c<y<d},
u(x,y) =g(x,y) ha (x,y) €8 , S atartomany hatara

)
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A central-differencia modszer menete a kdvetkezo:
Osszuk fel az [a, b] intervallumot n, a [ ¢, d] intervallumot m egyenld részre, az egyes
részintervallumok hossza legyen 4, illetve k.

x,;=a+ih,i=0,1,.,n

yj=b +jk j=0,2,..m

igy a téglalap egy racshalézatat kapjuk, a racsvonalak metszéspontjai a racspontok.
A 9. fejezetben megismert centralis differencia formulakat a belsé racspontokra alkalmazva

? () = 2u(3) F (5 )
5 1) = ; ’
R u(x) = u(XpVya1) = 2u(Xdy) TU(Xe ;1)
ay2 P k2 ’

i=1,2,.(n—1),j=1,2,..(m—1)

3. A differencidlegyenlet - ha a képlethibdkat elhanyagoljuk - kozelitéleg a kovekezd
differenciaegyenletrendszerrel helyettesithetd:

u(xl.+1,yj) —2~u(xl.,yj) -l-u(xi_l,yj)
2
u(xl-,yj+1) —2~u(xl.,yj) -l-u(xi,yj_l)
kZ

_|_

=/ (%> )

(0 3) 7 (%0 3))s 1 (%05 )) R (Hn s ))s T =0: Lo
(X5 90)78 (%5 Y0)> (%5 V)€ (X0 > Vm)> 1= 1, 2,0, (n— 1)

Az egyenletek azt jelentik, hogy minden belsé racsponthoz tartozé fiiggvényértéket a négy
szomszédos racspont fliggvényértékébol hatarozzuk meg.
A linearis egyenletrendszer jobb atlathatosaga érdekében minden belsd racsponthoz egy
soszamot rendeliink:

uFu(i,j) =u(xl.,yj) ,ahol/=(j—1)(m—1) +i

Y4
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Ez a felosztas a sorszamozast balrol jobbra, alulrol felfel¢ haladva adja meg.

Igyaz (n —1)-(m — 1) darab belsé racspontra egy ugyanennyi egyenletbdl all6 linearis
egyenletrendszert kapunk. Ennek megoldasa adja az elliptikus differencidlegyenlet kozelitd
megoldasat.

frjunk Maple eljarast az elliptikus differencialegyenlethez tartozé lineéris egyenletrendszer
eléallitasara, ahol a peremfeltételt tetszéleges g(x, y) fiiggvény, az egyenlet jobb oldalat
tetszdleges f'(x, y) kétvaltozos fiiggvény adja.

bemend adatok: n, m, a, b, ¢, d, f, g
kimend adatok: /, e(/) - az [-edik egyenlet, u(/) - az l-edik valtoz6

> restart,

> elliptikus :=proc (n,m,a, b, c,d, f g)
locali, j;
global /, e, u, h, k;
forjtom — 1 do
foriton — 1 do
[=(j—1)-(m—1)+i:
h = b—a) k= ld=c) :
n m
if/mod (n —1)=1thenu[/—1]:=g(a,c+jk)fi
if/mod (n —1)=0thenu[/+1]:=g(b,c+jk)fi
ifl-n+1<0thenu[/—n+1]:=g(a+ih,c)fi
ifl+n—1>m—1)-(m—1) thenu[/+n—1]:=g(a+ih,d)fi
e[ll =K - (u[l—11—=2-u[l]+ull+1]) + K (u[l— (n—1)] =2
ulll+ull+(n—1)])=f(a+i-hc+jk):
unassign('u[l— 11 ull])ull + 11 ull—n + 1] ull+n—117");
od:
od:
end proc:

Megjegyzés:

Figyeljiik meg a ciklusban szerepld unassign utasitast, aminek a hatdsara az u valtozok
"elfelejtik" az aktualis értékeiket!

Azl mod n az [ n-nel val6 osztdsakor kapott maradékot jelenti.

2. Példa Irjuk fel az elliptikus egyenletet az 1. Példa esetén, majd

a; Oldjuk meg n=4, m=4 esetén (9 belsd racspont esete)

b; Képezziik a megoldast és dbrazoljuk az analitikus és a numerikus megoldast k6zds
koordinatarendszerben, ha n=10, m=10.

Megoldas a;

> ni=4:m=4:a=0:¢c:=0:5:=10:d:=10:
fi= (x,y)—0:g:= (x,y) —piecewise(y=d, 1,y #d,0) :
> elliptikus(n, m, a, b, ¢, d, f, g);

Egy rovid ciklussal irassuk ki az egyenletrendszert!

> forjtom — 1 do
foriton — 1 do
[==(j—1)-(m—1) +i:print(e[l]);
od;od;
—25u1+%45 u2+%45 uy, =0



25 25 25
Tul—25u2+7u3+7

25 25
T u2—25 u3+T u6=0

u5=0

25 25 25
—25u4+Tu5+Tul+Tu7=O

%u4—25u5+375u6+375u2+375u8=0

25 25 25
—u5—25u6+Tu3+T

—25u7+2—5u8+%Tsu4+%Ts=O

2—5u7—25ug-|-%u9-|-%Tsus-i-%TSZO

25 25 25
Tu8—25u9+7u6+720

u9=0

Képezziik az egyenletrendszer egylitthatoinak és konstansainak matrixat, majd az
egylitthatomatrix invertalasa segitségével oldjuk meg az egyenletrendszert.

> A, B := LinearAlgebra| GenerateMatrix]([seq(e[l],[=1..(n—1)-(m—1))],
[seq(u[l],I=1..(n—1)-(m—1))]):
> megoldas = evalf (LinearAlgebra| MatrixInverse](A).B)

[ 0.07142857143 |
0.09821428571
0.07142857143
0.1875000000

megoldas := | 0.2500000000
0.1875000000
0.4285714286
0.5267857143
0.4285714286

Tehat megkaptuk a 9 bels6 racspontban azu=u(i, j) =u (xl. , yj) fiiggvényértékeket.
Alakitsuk vissza a kapott értékeket i-t6l és j-tol fiiggo kétvaltozos fiiggvényekké:
> foriton —1do
forjtom — 1 do
[==(j—1)-(m—1) +1i:u[i,]] := megoldas|!];
od;od;

A kovetkez0 tablazat a 9 racspont fliggvényértékeit mutatja:
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> Matrix(n — 1, m — 1, [seq([seq( u[1,j],i=1..(n—1))],j=1..(m—1))])
0.07142857143 0.09821428571 0.07142857143
0.1875000000  0.2500000000 0.1875000000
0.4285714286 0.5267857143  0.4285714286

Természetesen a matrix elemei ndvekvo i ésj indexhez tartoznak.

Megoldas b;
> u=u""n:=10:m:=10:
> elliptikus(n, m,a, b, c,d, f, g);

> A, B := LinearAlgebra| GenerateMatrix]([seq(e[l],[=1..(n—1)-(m—1))],
[seq(ul[l], =1 ..(1? —1)-(m—1))]);

81x 81 Matrix | .. 81 Vector,

B Data Type: anything Data Type: anything
’ Storage: rectangular ’ Storage: rectangular
Order: Fortran_order Order: Fortran_order

Természetesen a 81 x 81-es matrix, illetve a 81 elemi oszlopvektor elemi nem irédnak ki, de az
A matrix megjelitésével jol latszik a 0-tol kiilonbozo elemek elhelyezkedése.
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[ Insert ” Export “ Done I

> megoldas := evalf (LinearAlgebra| MatrixInverse](A).B)

megoldas :=

Azuli, j] fiiggvényértékek kiolvasésa:

> foriton — 1 do
forjtom — 1 do

1.. 81 Vector

column
Data Type: anything

Storage: rectangular

Order: Fortran _order

[:==(j—1)-(m—1)+1i:uli,j] = megoldas[!l];

od;od;

Az analitikus megoldéashoz tartoz6 sor 20. részletdsszege (az 1. Példa eredménye)

4sin( lnxjsinh(—lny) 4sin(3nx)sinh(3nyj
e 10 10 10 10
> analitikus = +
T sinh(7) 3 msinh(3 )
4 sin Lmx )sinh(—1 TCyj 4sin( 7nx)sinh(—7ny)
2 10 10
+ : + :
5 msinh(5 ) 7 msinh(7 &)
4 sin 9nx)sinh(—9nyj 4sin( 117tx)sinh( lchy)
n 10 10 n 10 10
9 mtsinh(9 1) 11 wsinh(11 )
4 sin 13 mx ) sinh( By j 4sin( 3T ) sinh(—3 ny )
n 10 10 n 2
13 wsinh( 13 1) 15 wsinh( 15 )
. 17mx ) . 17wy
4 sin 0 )smh( 10 j

17 sinh (17 &)

Abrazoljuk kézos koordinatarendszerben a numerikus és az analitikus megoldast. Az
abrazoland6 pontok koordinatai: [a +i-h, ¢ + k-j, u[i, j]]. A pontokat apointplot3d parancs

segitségével tudjuk dbrazolni.



> pontok > felulet := plot3d(analitikus, x=0..10, y

:= plots[ pointplot3d]( [seq(seq( =0..10, axes = box, orientation = |
la+ihc+kjuli,j]l,i=1.(n -32, 65, 0], style=surface) :
—1)),j=1..(m—1))], axes plots|display3d]( [ pontok, felulet))

=normal, symbol= cross,
symbolsize =20, color = blue,
orientation=1_-32,65,0]) :
pontok,

o o Y o o B o Y o
el ater bt

Adjuk meg a 20. részletosszeghez tartozo fiiggvényértékek és a numerikus értékek kdzotti
eltérések maximumat:

> maxi =0

> foriton — 1 do
forjtom — 1 do

elteres
_ abs(evalf (subs({x=a +i-h,y =c +j-k}, analitikus) ) -evalf (u[i,j1)) .
abs(evalf (subs({x=a +i-h,y=c +j-k}, analitikus) )) ’
if evalf (elteres) > maxi then maxi := evalf (elteres) fi;
od;
od;

> print(maxi)

0.02540464974

A maximali eltérés 2,5%, meglehetdsen jonak mondhato.

Az eljéras alkalmazhato tetszdleges Poisson tipusu differencidlegyenlet numerikus megoldésara,
ha a tartomdny téglalap alaku. A nem téglalap alakd tartomanyokra kiilonb6z6 kozelitd
megoldasok ismeretesek. Ilyenkor a peremhez altalaban nem tartozik racspont. Egyik kozelités
lehet, hogy a peremhez legkdzelebb esdé pontokhoz rendelik a peremfeltételben szerepld értéket.
Bonyolultabb peremfeltételekre dolgoztak ki a mérnoki gyakorlatban elterjedt végeselem
modszert, ahol bonyolult racshalok segitségével kozelitik az alakzatot, és igy szamitjak az
alakzat jellemzd fizikai tulajdonsagait.

V 12. 2. Parabolikus parcialis differencialegyenlet megoldasa
(Hovezetés)

V 12. 2. 1. Analitikus megoldas

3. Példa Képzeljiink el egy homogén, izotrop rudat, melynek mindkét végét 0°C-os vizzel telt
hatalmas tartalyokba tették. A rad hossza /. Ugy képzeljiik, hogy a rud az x tengelyen van, és bal



végpontja a zérus pont.

nagyon nagy tartalyok

hoémérck

°C-08 viz 0°C-08 viz

Adjuk meg az u(x, t) fliggvényt, amely a rad hdmérsékletét irja le az x pontban ¢ id6 mulva.
Mivel a h6 a melegebb helyrdl dramlik a hidegebb felé, ezért az abra altal szemléltetett allapot
az 1d6 mulasaval valtozik. Egy adott x pontban a radnak néha magasabb, néha alacsonyabb a
hémérséklete az id6 elérehaladasaval. Ahhoz, hogy egy adott x pontban 7 id6 mulva mért

u(x, t) hdmérsékletet meghatarozhassuk, fel kell haszndlni azt a Fouriert6l szarmaz6
¢észrevételt, hogy a hdterjedést az

masodrendii parcidlis differencidlegyenlet irja le, ahol ¢ az anyagi mindségtdl fliggd allando.

A kezdeti feltétel a rid hdmérséklete a 7 =0 iddpillanatban u(x, 0) =f(x) . (Mivel a
differencidlegyenletben ¢ szerint csak az els6 derivalt szerepel, ezért csak egy kezdeti feltétel
van.)

Megoldas

A differencidlegyenlet megoldasat most is u(x, ) =X (x)T(¢) szorzat alakban keressiik és igy
vezetjlik vissza kozonséges differencidlegyenletek megoldasara.

2
% u(x,t)=[% X(x)) T(t)

9 _(d
o u(x,t)—( dr T(t) ) X(x)

Ezt az egyenlet
d o2 [ & ) J
— T(t 2l
d ) . P
I(1) X(x)
alakuva valik. Az egyenldség csak igy lehet igaz minden x és ¢ értékre, ha az értéke konstans.

Legyen ez -



2 .
B. Igy egy els6 és egy masodrendii, allando egyiitthatos kozonséges
differencidlegyenlethez jutunk.
> restart : with(DEtools) :

> del = % T(t) + B T(1) =0
2 2
> de2:=d—2X(x)+[EJ X(x)=0:
dx o

Ezen kozonséges differencidlegyenletek altalanos megoldasa

> mol :=subs(_CIl =A, dsolve(del, T(t)));
mo2 = subs({ Cl=B, C2=C},dsolve(de2,X(x)))

2
mol =T(t)=Ae ™!

mo2:=X(x)=B sin(&] + CCOS[&J
o o

Igy a parabolikus tipusu parcialis differencialegyenlet altalanos megoldasa
> mo:=u(x,t) =rhs(mol) rhs(mo2)

mo =u(x,t) =A e_B2t [Bsin(&] -I—Ccos[&))

o o

Itt még 4, B, C, P ismeretlenek, értékiiket a kezdeti és a peremfeltételekb6l hatarozzuk meg.
Peremfeltételek felhasznalasaval:
> u(0,¢) =0:

> u(0, t) =evalf (subs(x =0, rhs(mo)))
—1.521
0=1.4e¢ C
Ez pedig csak ugy lehet igaz minden #-re ha
> C:=so0lve(%, C)
C:=0.
> u(l,t) =0:
> u(l, t) =expand(evalf (subs(x =1, rhs(mo))))

2
0=de "P'p sin[ﬂ)
o

[
AB nem lehet 0, mert akkor u(x, t) azonosan 0 lenne, igy csak sin ( Bl ) lehet 0. Ez végtelen
c

sok megoldast ad B -ra. Feltéve, hogy n egész szam:
> assume(n, posint) :

B,!
=
> B = Solve( %, [3”)

> nT:

n~mo

B, ="

Jeloljiik az AB szorzatot a-val. Igy n értékétdl fiiggden a megoldas:

_th
> u (x,1)=a,sin(p[n]x)e ”



n~mox - 2
— | e

u, (x,t) =a, sin [ /

A linearis differencialegyenlet megoldasainak linearis kombinacioi is megoldasok. Igy a kezdeti
feltételnek megfeld megoldasokat

24

> megoldas = u(x, t) = Z rhs (%)
n=1

) 2R

. ~T O 2
megoldas == u(x, t) = Z a,. sm[ nlx) e !
n~=1

alakban keressiik. A feladat mostmar a kezdeti felteételbdl a, -ek meghatarozasa. A kezdeti
feltétel

> u(x,0) :=f(x):

> u(x, 0) =eval(subs(t=0, rhs(%%")))

oo

fx)= Z a,1~Sin[W)

n~=1

A jobb oldalon szerepld a, egyiitthatok az f(x) fliggvény tiszta szinuszos Fourier soranak

egylitthatoi, ha f'(x) értelmezési tartomanyat kiterjesztjiik ugy, hogy 2/ szerint periodikus,
paratlan fiiggvény legyen. Igy az altaldnos megoldasban szerepld konstansok mar
meghatarozottak, vagyis megkaptuk az adott kezdeti és peremfeltételeknek megfeleld
partikuldris megoldast.

4. Példa Oldjuk meg a hdvezetés egyenletét, ha /= 10 cm o=1, a =0 idépontban az egész rad

hémérséklete 100°C, a rid két vége olvadd jégbe meriil, vagyis 0°C. Milyen fiiggvény irja le a
rad hiilési folyamatat?

Megoldas

>/[=10:0:=1:u(x,0) :=100:u(0,7) := 0:u(l, ¢) == 0: megoldas;
i —Lnjnzt

u(x,t) :,121a”~ sin[ 110 n~7tx) e 100

> f(x) =eval(subs(t=0, rhs(megoldas)) )

oo

f(x)= Z a,. sin(ll0 n~Tl:xj

n~=1

Legyen f(x) 2 [ szerint periodikus, paratlan fiiggvény:

> f:=x—piecewise(-1 <x and x < 0,-u(x,0),0 <x and x <1l u(x,0)):
Hozzuk Iétre az egyiitthatokat, a, az n valtozo fiiggvénye.
/

2 J u(x,0) -sin( L T;x ) dx
0
/
frjuk 51 elészor a Fourier-sor 20-edik részletosszegét:

> a.=n—



m
2
> m:=20: Fsor:= Za(n)sin(’”;x)e !
n=1
22
n t
20 200(-1+(-1)”~)sin(inwx)e1°°
10
Fsor := -
n~=1 n~T

Megkaphatjuk a Fourier-egytitthatokat is:
> a[n]=a(n)

_ 200 (-1+(-1)")

n~ "

n~T

Ebbdl is latszik, hogy a(n) csak paratlan n esetén kiillonbozik 0-t6l. Tehat a folyamatot leiro
helytdl és 1d6tdl fiiggo fliggvény:

Aot
2
> u(x,t)ZZa[n]sin(nnxje £
n=1 )
L ap
n t
@ 200 (-1 4 (-1)") sin Ln~7wc)e 100
10
u(x, t) = -
n~=1 n~T
> plots[animate](plot, [ Fsor, > plot3d(Fsor,x=0..10,t=0
x=0..101,¢=0.30, ..30, axes = box, orientation
insequence = false) =[116,78,0])
t=0.

V 12. 2. 2. Numerikus megoldas

Ismét a véges differencidk modszerét alkalmazzuk. A kozelitéshez most is a racshalot
készitiink, csak most a fiiggdleges tengelyre az id6t mérjiik fel. (Igy a tartomany biztosan
téglalap alakq, hiszen a vizszintes tengelyhez egy hosszisag, a fliggdleges tengelyhez pedig egy
- végtelen nagysagu - iddétartomdny tartozik.)
Osszuk fel az x tengelyen 1évé [0, /] intervallumot n részre, attengelyen pedig az osztaspontok
legyenek k 1épéskdzonként.

x;=ih,i=0,1,.,n

t.=jk, j=0,2,...
J
A centralis differencia formuldkat alkalmazva az egyenlet kozelitéleg
UFhen) ~u(Nobho1) 2 WK h) T2u(N G) Fu (o)

2-k T W =0

alakuva valik.

Vezessik be a



A= % jelolést. Igy az egyenlet
h

u(xl., tj+1) =2-7v(u(xl.+1, tj) —2'u(xl.,tj) +u(xi_1, tj)) +u(xl.,tj_1), i=1,2,..(n—1),

ji=1,2,.

alaku. Vagyis aj + 1. iddpillanatbeli értéket a j. és aj — 1. idopontbeli értékbdl szamitjuk ki.

Tudjuk, hogy u (xl., O) =f (xl.), de modszer alkalmazasahoz tudnunk kellene az

u (xl., 4 ) =u (xl., k) értékeket.

Ennek kikiiszobolésére a ¢ szerinti elsd derivaltat aj. és a j+1. iddpillanatbeli értékekek
felhasznalasaval kozelitjiik.

x
%
x
0 00O0O0O0OO0OO0
00000O0O0O0

x

-O-
b
T x
-oX x x
‘ % )

x
2

U fan) T u(Xof) 2 #(Ngrf) T2 ) Fu(Noeh)
k W

s G1) = (0= 2A) (o ) + 0 (¥4 4) Hu(x210 1)),
i=1,2..(n—1), j=0,1,2,..

u(x,0)=f(%)> i=1,2,..(n=1), u(0,0)=u(l,1)=0

Ha az igy létrohozott egyenleteket j=1, 2,..., (m — 1) idOpontra irjuk fel, az igy kapott
egyenlerendszerhez az

(1-2-2) ) 0. . . 0
A (1—2-2) A .
0
A=
0
A
0 . L0 A (1=2-2)

tridiagonalis matrix tartozik. Amint azt a 4. fejezetben lattuk, egy egyenletrendszer jol

kondicionalt (stabil), ha kondicidszama 1 -hez kozeli. (m novelésével a hatvany norméja nem

no.)
Vizsgéljuk meg az 4 matrix normajat5 x 5-0s matrix esetén..
> restart; with(LinearAlgebra) :



A = BandMatrix([\, 1 —2-A, L], 1, 5, storage = rectangular) :
> Norma = MatrixNorm(A)
Norma =2 | +|-1 +2 )

Tudjuk, hogy A pozitiv. Ha A < L , akkor az a matrix normaja 1, ha A > 1 , a norma

2 2
4-A — 1 > 1. Bebizonyithato, hogy a rendszer csak akkor stabil, vagyis a kondicioszam 1-hez
kozeli, ha A= o % < % Tehat az osztaspontoknal vigyazni kell arra, hogy A= o % < %,
h h

vagyis 2- ok < h* legyen.
A parabolikus tipusu differencidlegyenlet numerikus megoldéasat a Maple tartalmazza.

5. Példa Oldjuk meg a 4. Példa egyenletét a Maple beépitett modulja segitségével. A
1épéskozoket a stabilitasi feltételnek megfeleléen valasszuk.

Megoldas
> h let = - u(x.t) =0’ e, 1)

o_egyenlet == » u(x, axzu x, 1) :
> ['==10:0:=1":
> feltetelek = {u(x,0) =100, u(0,¢) =0, u(l,¢) =0} :
> k:=o.4:h:=1:is[°‘—f<i}

h 2
true

> megoldas := pdsolve(ho_egyenlet, feltetelek, numeric, timestep =k, spacestep =h);
megoldas := module( ) export plot, plot3d, animate, value, settings; ... end module

A megoldas keresésekor definialtuk a differencidlegyenletet, a kezdeti és a peremfeltételeket, a
megoldas modjat, az ido (k) és a hely (#) 1épéskozoket. A futtatds eredményeként egy modult
kapunk, amely a megoldas kiilonboz6 formadit (dbrazolas sikban, térben, értékek, stb.)
tartalmazza .

Adott helyen és idépontban a hdmérsékletértékeket kiolvashatjuk a value opcid segitségével.
> Homerseklet num = megoldas:-value( ); Homerseklet num(0.5,3);

Homerseklet num :=proc( ) ... end proc
[x=0.5,1=3., u(x,t) =16.9395004551337]

Hasonlitsuk ezt 6ssze az analitikus megoldas 20, részletdsszegeként kapott megoldassal:

~ 1 —WHNZTEZZ‘
20 200 (-1 4+ (-1)" )sin(ﬁn~nx) e

n~=1 n~T

> Homerseklet sor := evalf(subs( {x=0.5,t=3}, Fsor) , 13 ); elteres

abs(Homerseklet sor — rhs(Homerseklet num(0.5,3)[3]))

Homerseklet sor
Homerseklet sor:= Fsor

|Fsor —16.9395004551337|
Fsor

elteres .=

Az eltérés 5%. Nézziik mindezt abrazolassal:

> plots[display]( [seq(megoldas > plots[animate](plot, [ Fsor,x=0



--plot(u(x,t),t=5-10),i 101, t=15 .30, insequence
=3.6)]); =false)

25
20
15
10

> megoldas:-plot3d(u(x,t),t=0 > plot3d(Fsor,x=0.10,¢=0..30,

.30, shading = zhue, axes axes = box, shading = zhue,
= boxed, orientation orientation=1_116,78,0])
=[116,78,0])

6. Példa Oldjuk meg a hdvezetés egyenletét, ha a feltételek:

a; o= % ,1=2, u(x,0)=10-x-(2 —x), u(0,¢) =0, u(l, ) =0 . Hol lesz a hdmérséklet
ertéke az,=1 sec idopillanatban 5 Celsius fok?
b; ao=1,[=1, u(x,0)=20- sin(Tc-x), u(0,¢) =10, u(L, ¢t) =10. Melyik az az id6pillanat,

amelyben az x = % helyen a homérésklet értéke 10 fok?

Megoldas a;
> h et = 2wy, 1) =T (1)

o_egyenlet == = u(x, 8x2u X, t):

e L
> [==2:0: T
> feltetelek = {u(x,0) =10- x-(2 —x), u(0,¢) =0, u(l,2) =0} :
> k==o.05;h:=0.1:is[“—2k<i];
h 2

true

> megoldas = pdsolve(ho_egyenlet, feltetelek, numeric, timestep =0.05, spacestep =0.5) :

N R |



> megoldas:-plot3d(u(x,t), t=0 > plots[display]([seq(megoldas:-

..250, shading = zhue, axes plot(u(x, t), t=50- i, numpoints
= boxed, orientation =300),i=0.5)])
=[116,78,0])

10

Az output = listprocedure opcioval lehetdség van annak kiolvasasara , egy adott £,
id6pillanatban hol vesz fel u (% 1) egy elére megadott értéket.

> 10 = 1: megoldas:-value(t =1, output = listprocedure);
[x=proc(x) ... end proc, =1, u(x, ) =proc(x) ... end proc |
> u_ertek == rhs(op(3, %))
u_ertek = proc(x) ... end proc
> fsolve(u_ertek(x) =5,x=0..1); fsolve(u_ertek(x) =5,x=1..2)
0.2971214960
1.702878504

> with(plots) : a == megoldas:-plot(u(x, t), t=1, numpoints =300) : b
:= plottools[line]([0, 5], [2, 5], color =Dblue, linestyle =dash) : display([a, b])

9
8
7]
6

W

v e

Az abrabol is latszik hogy két olyan hely van, ahol az adott idépillanatban a homérséklet értéke
egy elére megadott érték.



Megoldas b;

> restart; ho_egyenlet :== Y u(x,t) Zazgu(x, t) :
> [=1:0:=1:
> feltetelek := {u(x,0) =20- sin(m-x)-(1+ cos( 7x)),u(0,7) =0,u(l,t)=0}:
> k:=o.01;h:=o.25:is[°‘—f<i);
h 2
true

> megoldas == pdsolve(ho_egyenlet, feltetelek, numeric, timestep =Kk, spacestep=h) :

A feladat megoldasahoz egy kis ciklust irunk, ami kozelitdleg kiszamitja az els6 olyan
iddpillanatot, amikor a homérséklet értéke adott hibanal kisebb hibaval tér el az elére megadott
hémérséklet értékétol.
> fok := 100 : elteres := 100 :

for i from 1 to 100000 while elteres > 0.01 do

— ' I :
fok : rhs(ldo(xO, 30000 ) [3]) :
elteres := abs( fok—75) :
0 i—1 7. —
end: 10 := evalf( 30000 ), homerseklet = fok;
t0 == 0.1476000000
homerseklet :=5.00921081819524

> with(plots) : a == megoldas:-plot(u(x, t), t =10, numpoints =300) : b := pointplot([0.5,
0.51, [0, 6], color =Dblue, connect = true, linestyle = dash) : display([a, b])

6
|
5

4,

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

> megoldas:-plot3d(u(x,t), t=0
..0.3, shading = zhue, axes

= boxed, orientation i
=[116,78,0]) PlOl‘(u(X, t),l‘zg,numpoints

=30), i=0..10)D

> plots(display] ( [Seq ( megoldas:-
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V 12. 3. Hiperbolikus parcialis differencialegyenlet megoldasa (Rezgé
hur)
V¥ 12. 3. 1. Analitikus megoldas

7. Példa Tekintsiik az L hosszsagu tokéletesen rugalmas hurt. Helyezziik ezt a hurt az x-
tengely [0, L] szakaszara és mozditsuk ki az x-tengelyre merdlegesen.

2 4

A hur az x tengelyre merdlegesen az (x, u) sikban mozog.

Azt, hogy a hur egy x abszcisszaji pontja hol van  idémulva az u(x, ¢) fliggvény adja meg. A
rezgb hur mozgasat tehat meghatdroztuk, ha ezt az ismeretlen fliggvényt megtaléljuk. Amint az
fizikai megfontolasokbdl adodik, a keresett fiiggvény kielégiti a

o’ 2( o )
—F u=uo — S u

hiperbolikus parcidlis differencialegyenletet, ahol o ismert allando.
A keresett partikularis megoldas két kezdeti és két peremfeltételt kell megadni.

Kezdeti feltételek: a /=0 iddpillanatban u(x, 0) =f(x), a hur kezdeti alakjat leir6 fiiggvény

0
o Y (x,0) =g(x), ahur pontjainak kezdeti sebességét leird fiiggvény.

Keriileti vagy peremfeltételek: a rud két végpontjanak helyzete u (0, t) =0, u(L, t) =0 vagyis a



rad két vége rogzitett.
Megoldas

A differencidlegyenlet megoldasat most is u (x. (x)-T'(¢t) alakban keresstik.

1) =X
a2 2
_T -
dr " (dx X)J

T(t) X(x)
A konstans ismét legyen —[32.
> restart : with(DEtools) :
¢ 2
> de]:Z—ZT(t)—l-B T(t)=0:
dr
2 2
X(x
> de2 = de(x)—i-B—:O:
dx

> mol :=subs({ Cl=A4, C2=B},dsolve(del, T(t)))
mo2 :=subs({ Cl=C, C2= E}, dsolve de2 X(x)))

mol = = A sin( + B cos(B ¢)

(x
Be) +
mo2 =X (x) Csm[ J —I—Ecos[ J

Igy a differencialegyenlet altalanos megoldésa:
> mo:=u(x,t) =rhs(mol) rhs(mo2)

mo :=u(x,t) = (Asin(Bt) +Bcos(Br)) (Csm[ Bx ) +ECOS[ b )J

o o

Most 4, B, C, E, Bismeretlenek, értékiiket a kezdeti és a peremfeltételekbdl hatarozzuk meg.

A peremfeltételekbol:
> u(0,¢) =0:

> u(0, t) =evalf (subs(x =0, rhs(mo)))
0=1.(A4sin(B¢) +Bcos(B¢)) E
Ez pedig csak ugy lehet igaz minden #-re ha
> E = solve(%, E)
E:=0.
> u(l,t) =0:
> u(L, t) =evalf (subs(x =L, rhs(mo)))

0= (4sin(Br) +Bcos(Br)) csin(ﬂ
(0

N~

B

C nem lehet 0, mert akkor u(x, ¢) azonosan 0 lenne, igy csak sin [ — ] lehet 0. Feltéve, hogy
o

n pozitiv egész szam:
> assume(n, posint) :

B, L

(04

> =nTm:

>B,= solve( %, Bn)



Igy az n értékétdl fiiggden a megoldas:

> u,(x, 1) = (An sin(Bn t) +B, cos(Bn t)) C, sin[ﬁj :

o

A linearis differencialegyenlet megoldasainak linearis kombinacioi is megoldasok. Igy a kezdeti

feltételnek megfeleld megoldasokat

> u(x, t) = z expand(rhs( %) )

S ~ ~mot
u(x,t) ZHNZI(CHN sin( " Lnx jAn~ sin[nzaj

. ~ ~Tot
+ Cn~s1n[ L Lfcx ] B, cos[n: ])

alakban keressiik. Legyen a, :=C, A4, _ b, =C, _B,_

n

T . Tt
> megoldas = u(x, t) Z(a sm( . x)sm( & I )

. nmx nmTot )
—l—bnsm I3 cos 7 :

A feladat most mar a kezdeti feltételekbél a,, ¢s b, meghatarozasa.

> u(x,0) :=f(x):
> u(x,0) =eval(subs(t=0, rhs(megoldas) ))

Z b, Sm( n~TXx j

n~=1

0
> g(x) =eval(subs(t=0, o rhs(megoldas) ))

n~mx

o an~sin[ ]n~noc

glx)= i

n~=1

A b, egyiitthatok az f'(x) fliggvény tiszta szinuszos Fourier sordnak egyiitthatoi, ha f/(x)

értelmezési tartomanyat kiterjesztjlik gy, hogy 2L szerint periodikus, paratlan fliggvény legyen.
Az a, egyiitthatok pedig a g(x) fliggvény tiszta szinuszos Fourier soranak egyiitthatoibol

szamithato, ha g(x)eértelmezési tartomanyat kiterjesztjiik gy, hogy 2L szerint per1od1kus
paratlan fiiggvény legyen igy az altalanos megoldasban szerepld konstansok mar
meghatarozottak, vagyis megkaptuk az adott kezdeti és peremfeltételeknek megfeleld
partikularis megoldast.

8. Példa Vizsgaljuk meg, hogy hogyan fog mozogni a regd hur, ha kdzépen kifeszitjiik, majd
elengedjiik an¢lkiil, hogy barmely pontjanak is kezddsebességet adnank. Legyen a htr hossz L=

T, kdzépen a kitérés legyen 0= g .

> L=m:a=1:u(0,¢) =0:u(L,t) =0:



T T
> f kezd = piecewise(O <xand x < —,x, — <xand x < n,n—x) :g:=0:

2 2
> plot( f kezd, x =0 .., thickness =2, title ="A hur kezdeti alakja")
A hur kezdeti alakja
1.5
1
0.5
0

n 7w 3 m S5m 3w /n w

> megoldas

2]

u(x,1)= 2, (a,_sin(n=x) sin(n=1) +b,_sin(n~x) cos(n=1))

n~=1

> f(x) =eval(subs(t=0, rhs(megoldas)) )

fx)= > b _sin(n~x)

n~=1

0
> g(x) =eval(subs(t=0, o rhs(megoldas) ))

2]

0= Z a, sin(n~x) n~
n~=1
Ez utobbi egyenlet ugy teljesiil, ha
> a,=0:
Legyenf 2 L szerint periodikus és a [- L, L] intervallumon, valamint a [0, 7] intervallumon az
értéke legyen a hur kezdeti alakjat leird f kezd fiiggvény:
> fi=x — piecewise(-Pi/2 < xandx <Pi/2,x,Pi/2 < xandx <Pi, Pi-x,-Pi <x
andx <-Pi/2,-Pi-x) :
frjuk fel b , €gyltthatokat n fliggvényeként:

1in
2 b4
2 J xsin(n x) dx +J (nm—x) sin(nx) dx
0 1n
> b=n— 2
T
frjuk fel az f (x)fiiggvény Fourier soranak 20. részletdsszegét.
m
> m =20 : Fsor := normal(z,b(n)sin( nzcx )J
n=1
20 4 sin(l Tcn~) sin(n~x)
2
Fsor = 3
n~=1 n~ T

> value(Fsor)
4 sin(x) 4 sin(3x) 4  sin(5 x) 4  sin(7x) +i sin(9 x)

- 9 r 25 g 49 g 81



4 sin(11x) 4 sin(13x) 4 sin(15x) n 4  sin(17 x)
121 T 169 T 225 T 289 T
4 sin(19x)
361 T
A hur rezgéseit leird kétvaltozos fliggvény tehat
> b[n]=b(n):
t t
u(x,t) = Z (a[n]sin( nnx ) sin( nLo ) +b[n]sin( nnx ) cos( nLo )j
=1 L L L
o —2sin(inn~) +cos(inn~) n~Tm
z 1 2 2
u(x,t)= — 1| - 3
n~=1T n~

+

cos(% nn~) n~n+2sin(% nn~)

2
n~

A 20. részletdsszeg

(a[n] sin( nrx

>F:=z

n=1

nmot
L

o

) +b[n] sin(

> plots[animate](plot, [F,x=0..L],t=0..6) :

nmx

sin(n~x) cos(n~t)

nmot
L

o

)):

V 12. 3. 2. Numerikus megoldas

Ismét a

x; = ih,

=ik

i=0,1,...,n

j=0,2,.

felosztast hasznaljuk. A centralis differencia formulat hasznalva

u(xp 44

) = 2 u(x ) Fu(xh)

k2

alaku kozelité egyenletet kapunk. Legyen most A = ot

u(x. t,

2 U(X 41 h)

—2-u(xl.,tj) +u(x- t

i—17

)

h

2 2
o) =2 (1= W) () + 0 (u(x 4 1) +u(
i=1,2,..(n—1), j=1,2,.

h2

k . Ekkor

X.

-1 b)) Uy

=0




lgy 7
7 2 2
u(xy, 44 ) 2'(1—7u) A o .. . 0
u(Xp b4 1) 2 2-(1—7»2) 2
0
x
| H(-r b)) | 0 . oo 2 (1=
) || u(ena) |
u(xy 4) u(xy fiy)
(%~ 1) (% —15-1)

alaku linearis egyenletrendsze_rhez jutunk, mélynék segitségével a_j + 1. id6pillanatbeli
figgvénértékeket a j. és a j — 1. pillanatbeli értékekbdl tudjuk meghatarozni. A j =0-hoz
tartoz6 értékeket ismerjiik, a j =1 iddpillatbeli értékeket a

0

a7 u(x, 0) =g(x) kezdeti feltételbdl hatarozzuk meg. Ehhez az els6 derivaltat ismét kozelitsiik

a differenciahdnyadosaval.
u(xl., tl) - u(xl., O)
k

a —
a7 u(xl., 0) =
Ezt megoldva u (% 1) )—re kapjuk, hogy

0
u(xl., tl) =u(xl., O) +k-a u(xl., 0),
u(xl., tl) Zu(xl., 0) +k~g(xl.), i=1,2,..(n—1)
A linearis egyenletrendszer stabilitdsanak feltételei vannak. Szamitsuk ki az A egyiitthatomatrix
normajat 5 x 5-0s matrix esetén.
> restart; with(LinearAlgebra) : )

A= BandMatrix( [73, 2 (1 - A ), 73], 1, 5, storage =rectangular) : Norma
= MatrixNorm (A)
2 2
Norma :=2 |\ +‘—2 —|—27u‘

Tudjuk, hogy A pozitiv. Ha A < 1, akkor az a matrix normaja 2, ha A > 1, a norma

2
4-A —2 > 2. Bebizonyithatd, hogy az egyenletrendszer akkor stabil, ha A < 1. Tehat az
osztaspontoknal vigyazni kell arra, hogy A = 0c~% < 1, vagyis ok < hlegyen.

A hiperbolikus tipusu differencidlegyenlet is megoldhatd Maple segitségével.



9. Példa Oldjuk meg a 8. Példa feladatat a Maple beépitett algoritmusaval.

> hur_egyenlet := iz u(x,t) ZOLZizu(x, 1) :
of Ox
> [==Pi:o:=1:
> feltetelekl = {Dz(u) (x,0)=0,u(0,7) =0, u(l, 1) =0} :

> feltetel? = {u(x, 0) =piecewise( x > 0andx < Pi/2,x,x > Pi/2 andx < Pi, Pi-x) }:

> megoldas := pdsolve( hur_egyenlet, feltetelekl union feltetel2, numeric, timestep=0.05,
spacestep=0.12) :

Adott helyen és idopontban a htr pontjanak kitérését kiolvashatjuk a value opcid segitségével.

> Kiteres num = megoldas:-value( ); Kiteres _num(3, 3);

Kiteres num := proc( ) ... end proc

[x=3.,1=3.,u(x,t) =-0.149725639994727 ]
Hasonlitsuk ezt 6ssze az analitikus megoldas 20, részletosszegeként kapott megoldassal:

20 sin(% nn) sin(n x) cos(n t)

4 2

n=1 n

> Fsor :=
i

> Kiteres sor := evalf(subs( {(x=3,t=3}, Fsor) , 13 ); elteres

— abs(Kiteres sor —rhs(Kiteres num(3,3)[3]))
abs(Kiteres_sor)

Kiteres sor := -0.1420506206304
elteres :== 0.0540301713002660

Az eltérés 5%. Nézzik abrazolva is:

> pl = megoldas:-plot(t=0,
color=red) : p2
= megoldas:-plot(t=1,
color =blue) : p3
:= megoldas:-plot(t =3,
color =green) : p4
:= megoldas:-plot(t =2,
color=brown) :
> plots[display]({pl, p2, p3,
p4});
1.5
1

0.5

0 ] 2 A

-0.5
-1

> plots[animate](plot, | Fsor, x
=0..Pi], t=0.3, frames
=4, insequence = false)

10. Példa Oldjuk meg a hévezetés egyenletét, ha a feltételek:

a;o=1,1=1, u(x,0) =sin(2-%-x),

lesz a kitérés értéke a

— u(x,0) =sin

ot

(7t~x), u(0,¢)=0,u(l, t)=0.Hol



1,=0.7 sec iddpillanatban 0.57
b; a=1,7/=1, u(x,0) =sin(wx), u(0, ) =0, u(l, t) =0. Vizsgaljuk meg, hogyan fiigg az
0
u(x, t)fliggvény a a7 u(x, 0)értékétol.

Megoldas a;
2 &

> restart, hur_egyenlet := —— u(x,t) = —zu(x, 1) :

a7 dx
> [=1:0:=1:
> feltetelek] = {u(x, 0) =sin(2-mx), D,y(u) (x, 0) =sin(7-x) } :
> feltetel? == {u(0,¢) =0,u(l, ) =0}:
> megoldas := pdsolve( hur_egyenlet, feltetelek union feltetel2, numeric, timestep = 0.05,

spacestep =0.1) :
> Kiteres num = megoldas:-value( ); Kiteres num(0.5,0.7);
Kiteres num := proc( ) ... end proc

[x=0.5,=0.7, u(x, t) =0.261089496828205 ]

> megoldas :-animate( u(x, t) ,t=0.3, frames =100, numpoints =30) :

/ N\
= o / \
1 el { A\ A
J —22— o4 N 0% 1 —/ o8 o5 1 \\\ 02 /n/ M o
-05. \\\J/
> t0 == 0.7 : megoldas:-value(t =10, output = listprocedure) :
> u_ertek = rhs(op(3, %)) :

> fsolve(u_ertek(x) =0.5,x=0..0.5); fsolve(u_ertek(x) =0.5,x=0.5..1)
fsolve(u_ertek(x) =0.5,x,0..0.5)
0.8244277559

A periddus elsé feléhez nem tartozik megoldas. A periddus masodik felében kaptunk
megoldast. Megtalaltuk az dsszes megoldast? Abrazoljuk a kitérés id6 fiiggvényt és a keresett
fliggvényértéket kozos koordinata rendszerben.
> with(plots) : a == megoldas:-plot(u(x, t), t=0.7, numpoints =300) : b

:= plottools[line] ([0, 0.5], [ 1, 0.5], color =blue, linestyle = dash) : display([a, b])



0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

-0.1

-0.21

> fsolve(u_ertek(x)

02

=0.5,x=0.5..0.7)

0.6068833524

Tehat megallapithatjuk, hogy a 0.7 s iddpillanatban a hur kitérése 2 helyen 0.5 értékii.

Megoldas b;

>
>
>
>
>
>
>

spacestep =0.1) :

> megoldas3 = pdsolve(hur_egyenlet, feltetelekl union feltetel3, numeric, timestep =0.05,

spacestep =0.1) :

> megoldas4 = pdsolve(hur_egyenlet, feltetelek] union feltetel4, numeric, timestep = 0.05,

spacestep =0.1) :

restart; hur_egyenlet :=

feltetelekl := {u(x,0) =sin(

o7
[=1:0:=1:
X)), u
,(u)

feltetel? = { (x,

u(x,t)

(0,7
0) =

2
=0 —u(x,t):

0 x2

=0,u(lt)=

}

0}:

feltetel3 = { D,(u)(x, 0) =sin(2- m-x) } :
feltetel4 := {Dz(u) (x,0) =cos(2- n-x) } :

megoldas?2 = pdsolve(hur_egyenlet, feltetelekl union feltetel2, numeric, timestep = 0.05,

> plots[display] ( [seq(
megoldasZ2:-
plot(u(x, 1), t
i
10°
numpoints = 30)

,iZOHIO)})

> plots[display] ( [seq(
megoldas3:-
plot(u(x, 1), t
= L , humpoints

10°
=30),i=0“10)

)

> plots[display] ( [seq(
megoldas4:-
plot(u(x, t),t

= ——, numpoints

10

=30),i=0“10)]
)




V 12. 4. Feladatok

1. Oldja meg a iz u(x,t) + iz u(x,t) =0 Laplace-egyenletet, ha
0x 0y
R={(x, )0 <x<1,0<y<1}, u(x,0)=0, u(x,1)=x, 0<x=<1, u(0,y)=0,u(l,y)
=y, 0 <y<1.
Legyenh =k=0.1.

2. Oldja meg a iz u(x,t) + iz u(x, t) =x-¢& Poisson egyenletet, ha

0x 0y
R={(x, )0 <x<2,0<y<1}, u(x,0)=x, u(x,1)=ex, 0<x=<1, u(0,y)=0,u(2,y)
=y, 0<y<1

Legyenn =6, m=35.

0
3. Oldja meg a 37 u(x,t)- %u(x, t) =0 parabolikus egyenletet, ha
X

0<x<2,t>0, u(x,0) =sin(g-x), 0<x<2, u(0,¢7) =0,u(2,1) =0. Legyenh =0.1, k
=0.01.
. 0 4 o 3 .
4. Oldja meg a Y u(x,t) — —— (x, 1) =0 parabolikus egyenletet, ha
T 0x

0<x<4, t>0, u(x,O)zsin(%x)-(l +-cos(%xjj, 0<x<4, u(0,7)=0,u(4,1)

=0.
Legyenh =0.2, k£=0.04. A megoldast hasonlitsa 0ssze az egyenlet egzakt,

u(x,t) =e_t-sin(g -x) +e 4 -sin( % -x) megoldasaval = 0.4 esetén.

5. Oldja meg a %% u(x, t) = (;% u(x, t) hiperbolikus diffencidlegyenletet, ha u(x, 0) =0,
X

% u(x,0) =sin(4-7c-x) 0<x<05, u(0,¢/) =0, u(0.5,¢) =0. Legyenh =0.3, k=0.05.

6. Az orgonasipban 1év6 levegd nyomasat a % p(x, t) = Lz g p(x, t) egyenlet irja le, ahol ¢
fizikai konstans, 0 <x </, > 0, /asip hOSSZ):L )

Zart sip esetén a peremfeltételek: p (0, ¢) =p,, a_ax p(l,t) =0,

nyitott sipnal p (0, ¢) =p, p(1, 1) =p,,.

Legyenc=1=1, a kezdeti feltételek pedig p(x, 0) =p,-cos(2-m-x) és % p(x,0)=0.
Hatérozzuk meg mindkeét esetben ap (0.5, 0.5)és a p(0.5, 1)értekeket, hap,=0.9, h=k=0.1.

V 12. 5. Ellenorzoé kérdések



1. Definialja az elliptikus, parabolikus és hiperbolikus tipusu parcialis differencialegyenletet.

2. Mi a szeparacios modszer lényege?

3. Irja le a rdcsmodszer elvét elliptikus egyenlet megoldasara, téglalap alak( taromény esetén.

4. Milyen kozelité modszert ismer parabolikus differencidlegyenlet megoldésara?

5. Milyen racshdlo esetén lesz stabil a parabolikus és milyen racshélo esetén stabil a hiperbolikus
differencidlegyenletet kozelit linearis egyenlet rendszer?



